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摘  要：机器学习是近几年研究的热点，维数约简算法是机器学习的必要手段，本文从维数约简算法的定义讲

起，介绍了几种典型的数据降维算法，其中包括线性降维和非线性降维，流形学习是非线性降维的代表算法。并且介绍

了每个算法的构造过程及其特点，在此基础上分析了所有维数约简算法的执行效率时间和空间复杂度，并且给出了每个

算法的特点和算法的核心思想，最后在此基础上给予总结，为后面研究者提供参考和借鉴。
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Abstract:Machine learning,mainly realized through dimensionality reduction,has become a hot topic for research in 
recent years.This paper first presents the definition of the dimensionality reduction algorithm,and then introduces several 
typical data dimensionality reduction algorithms including linear dimensionality reduction and non-linear dimensionality 
reduction(manifold learning is the typical algorithm of non-linear dimensionality reduction).Besides,the paper elaborates 
on the construction process and characteristics of each algorithm,then analyzes the execution efficiency time and space 
complexity of all dimensionality reduction algorithms and provides the features and key point of each algorithm.Most 
importantly,the final conclusion offers references to future researchers.
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1   引言(Introduction)

机器学习是近几年比较火的一个研究方向，不论在模

式识别还是图像处理方面都要用到机器学习的理论，机器学

习中有个重要的方面研究就是如何把大数据量内容降低成有

限的维数，从而提高机器学习的速度，这里面用到一个关键

的算法就是维数约简算法，它的原理就是通过线性和非线性

的方法，将高维数据降低到可以解的低维数据从而提高机器

学习的速度。接下来文章将从维数约简数学定义说起，紧接

着介绍常用的几种维数约简算法，并且给出这些算法的优缺

点，最后给出总结为后续做研究的人提供指引和方向。

2  维数约简数学定义(Mathematical definition of 
     dimensionality reduction)

定义1：给定 个数据点 ， 
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， 。

构造映射 ，其中

，即

我们把 叫作 低维表示方法。

假如映射F是线性的那么这种降维叫作线性降维，同理若

F是非线性的则这种降维叫作非线性降维。

定义2：构造这样一个映射其中 ，那么我

们由此可以推导出 ，而我们把这种映射称为

嵌入映射。

定义3：拓扑空间[1]

这种空间是这样一种形式的数对 ，而X和 都是集合

这种集合所具备的特点是：

(1)集合的元素是无穷多且这些元素没有边界；

(2)并且它们的交集也是没有边界的；

(3)那么我们把这样的集合数对称为拓扑空间。

定义4：Hausdorff空间[1]

若对于空间 中的任意的 ，存在 的

邻域 和 的邻域 ,使 ，则称 为一个

Hausdorff空间。

定义5：流形[1]

设 是一个Hausdorff空间，如果对任意的一点 ，

都有 的一个开邻域 与 的某个开子集同胚，则称 是 维拓

扑流形，简称 维流形。

定义6：流形学习[2]

对于数据集 ，如果存在 ，

并且它是维数较低的流形，存在 ，其中

，对于 通过 映射到低维空间，流形学习的含义

就是将数据集X降低维数，同时根据构造函数 找出其所对

应的坐标，这样的过程就是流形学习，日常的一些较大数据

的降维都是通过流形学习来实现的。

维数约简算法是机器学习的重要组成部分，且方法众

多，不同的角度和使用方法，它们又有不同的分类，但是有

种分类是较常用的且被大多数人所接受，这种分类方法如图1

所示。

 

图1 数据降维方法的分类

Fig.1 Classification of data dimensionality reduction

         methods

3  典型的线性降维算法 ( A  t y p i c a l  l i n e a r

     dimensionality reduction algorithm)

3.1   主成分分析法

主成分分析法顾名思义就是从众多因素中提取出来主要

成分即几个关键因素，通过这几种关键因素的分析出整个数

据的特点[3]，需要注意的是当我们提取出的关键特征，这些特

征能够代表整个数据的特点，即可以通过这些特征线性的表

示出整个数据的特征，这有点像唯物辩证法中的通过事物的

表象看到事物的本质，或者是根本矛盾决定一般矛盾，由于

该方法提出时间较早[4]，且操作起来简单并且降维后的结果较

好因此广泛地被人们用于维数约简中。

考虑点集

令

对 谱分解

                                    

(1)                                                                      

其中， , 为对角阵，并且

， ， 为对应的特征向量,主成分按

照式(2)变换得到

                                  (2)
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3.2   多维尺度变换

高维数据在数据空间中通常具有如下特点，数据间存在

一定的距离和相似性[5]，正如数据在高维空间具备一定的拓扑

关系，而这种关系通常表现在数据之间的距离和相似性，而

为了保持数据的这些特点将高维的数据降低到有限维的二三

维空间准中，我们把这种降维的方法叫作多维尺度变换，根

据变换时保留原始数据之间的特点不同，又分为度量和非度

量的多维尺度变换[6]，具体变换方法如下：

假设数据集 ，其中单个样本

点为 ，其中 ， 为样本点

个数， 为样本点维数，设所有样本组成的 维矩阵为

，样本间两两内积组成的矩阵为 。

样本 与 之间欧氏距离为

                       
(3)

距离矩阵为

                       

(4)

其中， ， 。

定义中心化矩阵： 。对距离矩阵双中心

化有

                

(5)

设

对 做特征值分解：

设 为 从 大 到 小 排 列 的 特 征 值 ，

为对应的特征向量，取前 个特征值和对应的

特征向量得到 低维表示为

         

(6)

下面给出输出求A的幂集P(A)的另一种递归算法：

(1)若n=0，P(A)={ }，输出空集;

(2)若n>1，

输出A中的一个元素an后，求集合A-an={a1,a2,…,an-1}

的幂集输出，并将A-an={a1,a2,…,an-1}的幂集的每一个元素

与an并起来输出。

4   非线性降维(Nonlinear dimensionality reduction)

4.1   等距映射算法

Tenenbaum J B等人在2000年提出了Isomap算法[7,8]，此

算法与多维尺度变换有些类似，多维尺度主要考虑数据间是

有距离的而这种距离也称为欧式距离，在此基础上提出了等

距离映射算法，该算法首先需要计算出数据间的最短距离，

用临近路径二维表表示，将最短距离转化为测地线距离，进

而将高维数据降为低维数据，具体的转换构造方法如下：

(1)构造局部邻域。计算每个样本点 的近邻点集合，一

般采用 近邻或 邻域法。 近邻法就是找出离点 最近的 个

点， 邻域法就是找出离 距离半径为 的园内的所有样本点。

(2)构造邻域图 。

若 与 为近邻点，则边的权值为 与 之间的欧氏距

离，记为 。 

否则 。

(3)计算距离矩阵 。

若 与 为近邻点，即为近邻点，

则 ,否则 。

然后对逐个样本点顺次计算 。

           

(7)

(4)应用MDS算法求得低维嵌入坐标。

根据等距离算法得到的欧式距离如图2所示。

 

图2 欧式距离示意图

Fig.2 Sketch of Euclidean distance

根据欧式距离图得到对应的测地线距离根据以上的算法

步骤得到降维后的数据如图3所示。
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图3 降维后示意图

Fig.3 Sketch map after dimension reduction

4.2   局部线性嵌入

该方法是最早提出的一种非线性降维的方法，该方法的

特点主要处理非线性类数据，通过将非线性的数据转换成局

部线性的数据，同时保持数据间距离对应关系等，使其拓扑

关系不发生变化，因此该方法的特点是处理非线性的数据同

时具备线性数据的处理速度，因此此方法广泛地应用于维数

约简算法中，具体算法步骤如图4所示。

 

图4 LLE示意图

Fig.4 LLE sketch map

(1 )确定局部邻域：假设流形数据集为

，单个数据样本点表示为 ，

，其中 为样本点个数， 为样本点维数， 为近

邻点个数。样本点 与 之间的距离为

                     
(8)

(2)计算局部重构权值矩阵，定义误差函数，使其把 用

其近邻的线性组合表示的误差最小

         
(9)

其中， 为 的 个最近邻点 为 与 之间的

权值。

对于样本点 的近邻点权值矩阵通过以下方法计算求得：

计算邻接关系矩阵

即矩阵 的元素是对应 的两个邻接点的内积，并求出矩

阵 的逆矩阵 。

计算拉格朗日因子 ， 是保证对 的归一化操作：

                

 令  

                   

(10)

其中， ， 。

求

                        

(11) 

(3)利用权值矩阵求低维嵌入坐标 ,其中 保持不变。

                  

(12)

并且满足

其中， 表示 维单位阵， 就是降维后的数据。

上述优化问题可以转化为下列带约束优化问题

(13)

其中， ， 要使损失函数值达到

最小。使用Lagrange乘子法则取 为 的 个非零特征值所对

应的特征向量。在处理过程中将特征值由小到大排列，通常

第一个特征值几乎为零，取2到 个特征值所对应的特征向

量作为输出结果。

4.3   拉普拉斯特征映射算法

该算法与上述算法[9,10]也有很多相似之处，该方法是将数

据间的关系用图的形式表示出来，通过构造数据间的邻接表

来表示数据，数据表示图的一个顶点，同时邻近表中重复的

数据我们用图的相似度来表示，通过这样的一张无向有权图

来处理流形数据就是该算法的核心思想。具体的算法步骤如

下：

(1)构造无权有向邻接图。使用 近邻或 近邻，对每个样
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本点的 个近邻点分别连上边。 或 是一个预先赋定的值。

(2)确定权重：确定样本点之间邻接关系权重的大小，求

权重时有两种方法可供选择。

a.简单化设定,若点 与 为近邻点，则令 ，否则

。

b.选用热核函数来确定，若点 与 为近邻点，那么它们

关系权重 否则为0。

(3)计算低维嵌入向量，Laplacian Eigenmaps要优化的目

标函数如下：

                              

(14)

定义对角矩阵 ，对角线上 位置元素为矩阵 第行元

素之和，上述优化问题等价于以下优化问题:

                       

(15)

次优化问题最终转化为解下列广义的特征向量问题。

                                     

(16)

其中， 为对角矩阵， ， 为近邻图的拉普拉斯算

子， ,使用最小的m个非零特征值对应的特征向量作

为降维后的结果输出。

4.4   局部切空间排列算法

该方法是由浙江大学张振跃等提出的[11,12]，该方法的特点

就是构造出数据样本的局部切空间，而将这样的切空间数据

用对应的邻域表来表示，进而将这些切空间数据嵌入到这样

的邻域表，进而完成了高维的D维空间嵌入到d维空间中，具

体的描述步骤如下所述。

非线性降维的目的是：在嵌入映射函数 具体表达式未知

下从函数值 得到其低维的坐标表示 。

假设嵌入映射 足够光滑，在确定的点 处应用泰勒定

理，得到下列泰勒式：

             

(17)

其中， 为映射 在 处的雅克比矩阵， 为 的一个近邻

点，则有

                   

(18)

由 的 个列向量张成 在 处的且空间 ，即

，向量 便为 对应放射子空间

的一阶逼近局部坐标，因 具体表达式未知，无法计算出雅克

比矩阵 ，故可借助 的表达式来表示 ， 由 的一组标

准正交基组成的矩阵，即有形式

                            

(19)

其中， 的值依赖于局部结构中心 的值。

令 ，则

                                  

(20)

式(20)中 表示放射变换矩阵。

全局坐标表满足

                     

(21)

其中， 为 的邻域，为了逼近全局坐标，需要寻求全局

坐标系和局部放射变换是上述表达式误差最小。故我们的

目标可总结为寻求全局坐标系统 和局部坐标变换 使下式

达到最小

                         

(22)

LTSA算法步骤如下[13]：

(1)构造局部邻域。取离 最近的 个样本点

作为 的近邻点，构成 的邻域矩阵 ，其中

。

(2)局部线性投影。对每个样本点的邻域，求其中心化

矩阵

                            

(23)

其中， 即 为元素全为1的列向量，对中心化后

的矩阵进行奇异值分解

                                     

(24)

其中， ， 为 的非零
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奇异值。

和 的列向量分别为一组标准正交基， 。 

取 的前 列构成矩阵 。依据下式计算出局部坐标

                           

(25)

(3)局部坐标系统排列。

全局坐标系统 是所有交叠的局部坐标

系统 排列得到。同时整体坐标应满足

                   

(26)

其中， ， 是待求得局部放射变换，

为局部重构误差，若令 ， ，则

                          

(27)

式(27)为重构误差的表达式。

为在保持局部拓扑结构求得低维嵌入坐标，本算法通过

使全局坐标排列的重构误差达到最小来得到全局坐标：

         

(28)

5   算法比较分析(Algorithm comparison analysis)
上文讲述了不同的维数约简算法的原理和数学构造方

法，接下来我们就从运行时间、复杂度分析和参数设置和算

法特点几个方面给予分析比较，具体结果如表1、表2、表3所

示[14-16]。

表1 维数约简经典算法采样1000个点降维计算机运行时间(秒)

Tab.1 1000 points are adopted to dimensionally reduce

        computer running time(second) in dimension

        reduction of classical algorithm

MDS Isomap LLE HLLE LE LTSA PCA

42.2123 92.0005 0.7858 9.3066 0.8687 0.8715 1.7940

37.9964 91.3803 1.2488 14.2521 0.7392 0.2384 1.7940

38.4254 91.5821 2.0841 14.5154 0.9897 2.8703 1.7940

38.5813 91.3792 2.8013 14.6374 1.1784 3.4322 1.7940

表2 几种降维算法的计算复杂度分析及参数设置分析[17]

Tab.2 An analysis of computation complexity of several 

       dimension reduction algorithms and parameter settings

方法 最优参数设置 时间复杂度 空间复杂度

PCA 无         

Isomap

LLE

LE

HLLE

LTSA

表3 算法特点比较[18]

Tab.3 Comparison of algorithm characteristics

算法思想 算法优点 算法缺点 线性或非线性

主成分分析

PCA

用少数几个综合变

量来表示愿是综合

变量

理论完善，

计算简单

不能处理非

线性数据
线性

MDS

降维前后样本间距

离不变，利用欧氏

距离作相似性度量

能较好地保

持数据间的

差异性

对流形数据

不适用
线性

等距特征映射

(Isomap)

保持了了数据间的

原始特征即数据间

的空间距离和顺序

计算数量小

没有参数和

迭代

要求数据结

构为凸
非线性

局部线性嵌入

(LLE)

通过数据间加权平

均来表示局部数据

点

计算数量小

没有参数和

迭代

对噪声敏感 非线性

拉普拉斯特征

映射(LE)[18]
局部性，保持局部

几何结构
计算量小

热核参数，

对噪声敏感
非线性

海森特征映射

(HE)

用He s s e n二次型

替 代 了 L E 中 的

Laplacian矩阵

不要求结构

为凸

计算量大，

对本真维数

依赖性强

非线性

局部切空间排

列(LTSA)[19]

利用局部切空间来

反映流形局部几何

性质

能够有效地

学习体现数

据集低维流

形结构的整

体嵌入坐标

不能处理大

数据高曲率

样本，泛化

能力差 

非线性
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6   结论(Conclusion)

文章介绍了维数约简的数学定义，从本质上对维数约简

进行了分析介绍，维数约简的本质是降维，对于数据的降维

分为线性降维和非线性降维，因此维数约简算法也分为线性

和非线性，本文主要介绍了线性典型算法有主成分分析PCA

算法和多维尺度变换算法[20]，非线性算法着重介绍了等距特征

映射，局部线性嵌入，拉普拉斯特征映射，局部切空间排列

算法，并对各个算法的优缺点进行了分析，文章从宏观上对

每个算法进行了简要的描述，仅对有兴趣致力于该方面研究

的科技工作者给予参考和借鉴。
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