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摘  要：约束满足问题是人工智能领域中一个重要的研究方向，其研究结果在符号推理、系统诊断、真值维护系

统、资源分配和产品配置等问题中有广泛的应用。局部相容性定义了约束满足问题在约束传播过程中必须满足的性质，

是约束传播发展的主要方向。而对于较为复杂的相容性问题中的AC系列算法的改进可谓难上之难。本文围绕着以弧相

容、Singleton弧相容为代表的相容性技术和求解算法展开，主要针对AC-2001算法、SAC算法等进行优化改进，重点

基于启发式进行改进，使之获得了更快的筛选速度。尤其对于SAC算法，大大减少了约束检查次数，获得了较为成功的

基于启发式的改进结果。
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Abstract:In the field of artificial intelligence,the Constraint Satisfaction Problem (CSP) is an important research 
direction,whose study results are widely used in Symbolic Reasoning,System Diagnosis,Truth Maintenance System,Resource 
Allocation,and Product Configuration and so on.Local consistency,which defines the properties that CSP must satisfy in the 
process of constraint propagation,is the main development direction of constraint propagation.It is much more difficult to 
improve the performance of the complex series of AC algorithms about consistency problems.Based on the algorithms and 
consistency technology represented by arc consistency and singleton arc consistency,the paper focuses on the improvement 
of AC-2001 algorithm and SAC algorithm.The improvement is based on the heuristic algorithm to achieve higher filtering 
speed.Especially,the improvement of SAC algorithm is quite successful because of its obvious reduction of constraint 
checking times.
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1   引言(Introduction)
约束满足问题(Constraints Satisfaction Problem)[1]是人

工智能领域中一个重要的研究方向，目前已广泛地应用于人

工智能的各个领域，包括定性推理、基于模型的诊断、自然

语言理解、景物分析、任务调度等方面。局部相容性[2]定义了

约束满足问题在约束传播过程中必须满足的性质，是约束传

播发展的主要方向。一方面，运用相容性技术对约束问题[3]进

行预处理，删除大量局部不相容的值，可以极大地压缩问题

的解空间[4]；另一方面，在搜索过程中保持局部相容性，可以

有效地修剪搜索树[5]，以一定的时空代价换取合理的问题规模

的压缩。

本文围绕以弧相容、Singleton弧相容[6]为代表的相容性技

术和求解算法展开，研究各个相容性算法。弧相容算法具有

相对较少的检查次数，但其运行时间还可以进一步降低。而

Singleton弧相容的SAC[1]算法，运行时间较长，并且检查次数

较多，尤其在检查次数方面有很大的改进空间。

本文主要针对AC-2001[7]算法、SAC算法等进行优化改

进，重点基于启发式进行改进，使之获得更快的筛选速度。

尤其对于SAC算法，我们在力图优化其运行时间的同时，大

大减少其约束检查次数，获得较好的改进效果。
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2   相关背景及工作(Backgrounds and tasks)
一个约束满足问题 (C S P )涉及对一个约束网络 [8 ]

(Constraint Network，缩写为CN)进行求解，即满足CN中所

有约束的那些参数论域赋值指派。约束确定了给定参数集的

子集中被允许的赋值组合。

定义2.1(约束)[9]一个约束c是定义在称为参数域的参数序

列X(c)=(xi1,xi2,…,xi|X(c)|)上的关系，c是满足其参数值元组

ℤ|X(c)|的ℤ|X(c)|的子集。|X(c)|称为c的元数，而ℤ|X(c)|是ℤ的|X(c)|次

笛卡儿积。 

定义2.2(解)[10]一个CSP的任务是为一个约束网络找到一

个或多个解。一个解是使得CN中所有约束都得到满足的一组

变量序列的赋值。一个解保证了对所有的约束都存在一个支

持。

定义2.3(广义弧相容，(G)AC[11]给定一个约束网络

N=(X,D,C)，一个约束c C和一个参数xi X(c)。

(1)一个值vi D(xi)是与D中c相容的iff存在一个值元组

(vi= [{xi}])满足c。值元组 称为对c上(xi,vi)的一个支持。

(2)定义域D是c上xi(广义)弧相容的iff D(xi)中所有的值与

D中c是相容的(也就是，D(xi) {xi}(c∩ X(c)(D)))。

(3)网络N是(广义)弧相容的iff D对C中所有约束上的X中

的所有参数是(广义)弧相容的。

定义2.4(Singleton弧相容，SAC)[1]标准约束网络[6]

N=(X,D,C)是singleton弧相容的(SAC)iff对所有的xi X，对

所有的vi D(xi)，子问题N|xi=vi
是弧相容的。如果子问题N|xi=vi

是弧不相容的，则说(xi,vi)不是SAC的。

在此给出一些符号的定义：AC(P)表示问题P中所有弧

不相容的值已被删除，即对P执行了弧相容后的问题；AC(P) 

=⊥表示P是弧不相容的; SAC(P)表示问题P中所有不是SAC

的值已被删除，即P是SAC的。

3  几种AC系列经典算法的改进(Improvement of
      AC Algorithms)

本文主要针对AC-2001算法、SAC算法等进行优化改

进，重点基于启发式进行改进，使之获得了更快的筛选速

度。相关算法在Microsoft Visual C++ 6.0平台下给出其具

体实现，并制作清晰、合理、友好的界面，显示测试结果，

方便进行数据统计。保留实现原代码，并提出启发式改进和

其他相关算法的改进技巧，优化原代码。生成大量的随机测

试用例及标准的Benchmark测试用例对其进行性能测试。最

后通过统计数据并画出相应柱状图对相关算法改进前后的性

能进行对比，以评估算法改进的价值和成功与失败的方面。

3.1   数据结构队列优化原理

据我们观察，原程序中几乎所有的数据结构、存储结构

都是用链表list实现的。然而，在代码实现中，大多只用到了

对数据结构最前部和最尾部的操作。于是，我们比较了queue

和list的性能和实现。代码调试过程中，debug退出后，输出

面板会输出大量内存泄漏的信息。经过排查，我们发现原因

是使用了std::list！进而，如果把list换成vector或者queue，

所有内存泄漏的问题都消失了。list的push_back的实现会导

致内部使用大量动态内存分配，而vector也会在动态增长连续

内存长度的同时进行内存复制。

然后我们对频繁进行的插入操作进行测试，发现queue

的性能明显优于list(无论是运行流畅度还是运行效率)，可见

queue是更好的选择。我们又针对STL中的queue,list,vector

频繁访问，即插入(尾部)与取出(头部)操作时的效率进行了对

比。从时间消耗上来看，queue最少，list与vector消耗相对较

大，二者之间差别不大。

查找了相关资料后，了解到queue的底层是对dequeue的

适配，那么也就是分段内存实现存储，这样就不会像vector那

样需要重新分配内存以及复制元素的操作了。但是list是双向

链表，按说实现首尾的插入与删除应该也会很快，为何也相

对queue而言很慢呢？ 

事实上，list的push_back的实现会导致内部使用大量动

态内存分配，这个过程也相对耗时，所以导致了相对queue的

较慢的结果。

这个数据结构的优化可以运用于所有AC系列算法中。

3.2   针对AC_2001::revise2001算法的启发式算法改进

2001年，Bessiere和Regin提出了对AC-3的改进算法

AC-2001。AC-2001遵循AC-3同样的框架，但是像AC-6[1]

一样，通过对约束上每个值存储一个最小支持[12]实现了最优

性。然而，信息存储和使用方式不同于AC-6，AC-2001不使

用列表S[xj,vj]来存储以vj作为cij上最小支持的那些(xi,vi)，而

是使用包含vj的指针Last[xi,vi,xj]。

AC-2001仅在 Revise函数和初始化阶段不同于AC-3

算法。初始化阶段，AC-2001将Last[xi,vi,xj]初始化为某

个比minD(xj)更小的虚拟值。在Revise2001中(算法3.4)，

当D(xj)中一个值vj发现支持cij上的(xi,vi)时，AC-2001把

vj指派给Last[xi,vi,xj](第4行)。下次(xi,cij)将被修改，仅当

Last[xi,vi,xj]不在D(xj)中时为(xi,vi)寻找支持(第2行)。更重要

的是，最优性达到了因为D(xj)中小于Last[xi,vi,xj]的值不再

检查，它们以前已经在被调用Revise2001时被检查失败了(第3

行)。
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算法AC2001：function Revise for AC2001

f u n c t i o n  R e v i s e 2 0 0 1 ( i n  x i : v a r i a b l e ; 

cij:constraint):Boolean;

begin

1 CHANGEfalse;

2 foreach vi D(xi) s.t.Last[xi,vi,xj] D(xj) do

3 vj smallest value in D(xj)greater than Last[xi,vi,xj] 

s.t.(xi,vi) cij;

4 if vj exists then Last[xi,vi,xj]vj;

5 else 

6 remove vi from D(xi);

7 CHANGEtrue;

8 return CHANGE;

  end

 事实上，我们可以采用“每次记录上次处理到的值，下

次从该值开始遍历”的思想，通过Last数据结构记录下标，下

次遍历不再检查无用信息，而是“智能”地选择合适的位置

开始搜索，是一种启发式算法的思想。

3.3   检查次数优化原理

经过进一步分析，我们发现，对于那些不满足某一xi的

值vi，甚至不需要再第二重循环内部对其进行检查，我们可以

在第一重循环之前对其进行预处理，将其存于新开的一个数

组中(vector也可，新数组在效率上更佳)。这样，在值分布密

度并不那么大的时候，可以极其明显地减少约束检查次数，

大幅降低时间复杂度。但此时必须注意Last数据结构中记录

的内容发生了改变，并不记录上一次检查到的值本身，而是

记录其对应在新的数组中的位置，否则算法运行会出错。这

个思想在第二重循环减少检查次数，使得该启发式算法更加

“智能”地提高了运行效率。这个思想可以同时运用于AC-

2001算法、SAC算法中。

3.4   二分启发式优化原理

另外，我们甚至还可以更进一步改进。在某些特定情况

下，如约束满足偏序关系，如简单大于、小于关系时(事实

上有时确实常遇到这种情况)，约束便满足了二分的性质，即

“第一个满足约束的位置”前必然不会存在其他满足约束的

位置，并且在之前的值未满足某一约束时，往后遍历的值必

然不会满足之前较小的约束。于是这种情况下，我们在查找

“下一个的第一个满足约束的位置”的时候，可以采用二分

查找的思想，这样相对于普通遍历地检查可以大大减少检查

次数，可以将时间复杂度从O(d2)降低至O(d*log(d))！

运用二分的思想时，在数据规模较大、约束分布相对

稀疏时，尤其奏效，可以大大减少检查次数，降低时间复杂

度。另外，由于SAC算法用到了不少AC-2001算法的方法，

事实上对AC-2001算法的优化也是对SAC算法的优化，而

SAC算法中可以进一步加入数据结构队列优化和检查次数优

化，进一步降低时间复杂度。而原本较慢的SAC算法，更加

能体现出我们改进算法的成效，见后实验及结果分析算法改

进前后的对比。

3.5   时空复杂性分析

我们针对AC-2001算法、SAC算法进行改进，综合运用

上述四种改进方法。

对于这两种算法来说，空间复杂度并不会发生改变，都

以O(ed)的空间复杂度在二元标准约束网络上实现弧相容性。

运用数据结构队列优化原理，可以减少大量动态分配内

存的时间。尤其在插入删除操作比较频繁时，可以大大地降

低时间复杂度。而检查次数优化原理，可以减少不必要的约

束检查次数，仅针对满足某变量论域的值进行检查而不考虑

无关的值，尤其对于变量论域中值的分布较为稀疏时尤其适

用，可以超越常数优化地降低时间复杂度。接着，加入启发

式算法改进后，至此总的时间复杂度为O(ed2)，以此来实现二

元标准约束网络上的弧相容性。而对于大多数实际情况，约

束一般满足一定的偏序关系，此时我们可以再在这两个算法

中加入二分启发式优化[13]，对于变量论域中的值的约束检查不

再采用单纯的遍历，而用二分的方式去进行检查，可以使这

一部分的时间复杂度从O(d2)降低至O(d*log(d))。此时，总的

时间复杂度从O(ed2)降为O(ed*log(d)),实现了算法改进上的突

破。

4   实验及结果分析 (Exper iment  and Resul t
      Analysis)
4.1   实验测试说明

我们使用了两类测试用例，分别是随机生成的二元约束

满足问题和可供用户选择的Benchmark测试用例组。

对于随机生成的数据的输入：<N,D,C/p1,T/p2>, 其

中N表示变量的个数, D表示所有变量论域中的最大值，C表

示约束个数，T表示每个约束中不相容的值对，p1表示约束

的密度(Destiny)(p1=2C/N(N-1))，p2表示每个约束的松紧度

(Tightness)(p2=1-T/DD)。选用以下4个随机问题作为预处理

过程中弧相容算法的例子。

P1:〈150, 50, 500 /0.045, 1250 /0.5〉 P2:〈150, 

50, 500 /0.045, 2350 /0.06〉

P3:〈150, 50, 500 /0.045, 2296 /0.082〉 P4: 

〈50, 50, 1225 /1.0, 2188 /0.125〉
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另 外 ， 合 法 的 输 入 条 件 为 ： N ! = 0 ,  D ! = 0 , 

0<Destiny<=1, 0<Tighteness<1。

4.2   AC-2001算法改进前后测试对比

AC-2001算法运行时间、检查次数改进前后对比如图1和

图2所示。

 

图1 AC-2001算法运行时间改进前后对比

Fig.1 Running time comparison of AC-2001 algorithm

 

图2 AC-2001算法检查次数改进前后对比

Fig.2 Checking times comparison of AC-2001 algorithm

结果分析：AC-2001算法的改进，针对数据结构优化、

启发式算法优化、二分优化、检查次数优化，运行时间明显

减少，检查次数只有少量减少。但由于该算法本身优化水平

已相当显著，此结果在预期范围之内。更为显著的优化结

果，可参照后SAC算法的测试对比。

4.3   SAC算法改进前后测试对比

由于SAC算法在某种程度上依赖于AC-2001算法的实现

(可参考基础知识和其他相关资料介绍)，故对AC-2001算法的

改进在SAC算法中体现得更为明显。可以说对SAC算法的改

进与优化是最为成功的。

SAC算法运行时间、检查次数改进前后对比如图3和图4

所示。

 

图3 SAC算法运行时间改进前后对比

Fig.3 Running time comparison of SAC algorithm

 

图4 SAC算法检查次数改进前后对比

Fig.4 Checking times comparison of SAC algorithm

结果分析：可见，本系统最为成功之处便在于对SAC算

法的优化。实际上是对AC-2001算法的优化影响到了SAC算

法。由于SAC算法对AC-2001算法的部分依赖性，导致对

AC-2001算法的优化性能在此处得到放大。通过AC-2001算

法的数据结构队列优化、启发式算法优化、二分优化、检查

次数优化，以及对SAC算法自身的数据结构优化，使SAC算

法本身的运行时间大大减少。而图表显示的结果反映了SAC

算法不同于其他算法的一个更为明显的优化之处：修改后

SAC算法的检查次数大致为修改前的1/10—1/3，最低甚至仅

为修改前的1/20不到，平均情况下大约为修改前1/5！这是对

当前已经较为完善的约束满足问题的AC系列算法改进的十分

令人满意的结果！

5   结论(Conclusion)
本文围绕着以约束满足问题中弧相容、Singleton弧相

容为代表的相容性技术和求解算法展开，研究各个相容性算

法，并主要针对AC-2001算法、SAC算法等进行优化改进，

重点基于启发式进行改进，使之获得了更快的筛选速度，运

行时间大幅减少。尤其对SAC算法大大减少了约束检查次

数，修改后SAC算法的检查次数大致为修改前的1/10—1/3，

最低甚至仅为修改前的1/20不到，平均情况下大约为修改前

1/5。另外，AC系列算法的效率都得到了大大的提高，获得

了较为成功的基于启发式的改进结果。

多年来，众多专家和学者一直致力于提高相容性技术对

于约束满足问题的求解效率，他们研究的重心大多是不断地

提出局部相容性逐渐增强的技术。未来，随着计算机硬件的

快速发展，多核并行是个相当可观的发展趋势，实现各种已

有的相容性算法的并行算法对求解约束满足问题有很好的效

率，这是个值得研究的新思路。
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