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基于矩阵快速填充的P-FFT分析目标电磁散射问题研究
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摘  要：针对预修正快速傅里叶变换(P-FFT)方法的近场矩阵填充速度和效率不高的问题，利用快速填充技术减

少近场矩阵的计算时间，分析电大目标的电磁特性。采用预修正快速傅里叶变换方法，不仅能够减少存储需求，而且能

够加快远场的矩阵矢量积。重点研究了基于三角形配对的快速填充方法，通过提取基函数测试配对积分过程中的共享积

分部分，对近场矩阵元素进行填充，提高了计算效率。数值结果表明，基于三角形配对的预修正快速傅里叶变换方法可

以减少近场部分的计算时间，从而提高算法的效率。
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Abstract: Aiming at the low filling speed efficiency of the near-field matrix in the P-FFT (Pre-corrected Fast Fourier 
Transform) method, this paper proposes to use fast filling technique to reduce calculation time of the near-field matrix, which 
is used to analyze the electromagnetic characteristics of the electrically large target. The P-FFT method not only reduces 
storage requirements, but also speeds up the far-field matrix-vector product. The fast filling method based on triangle pairing 
is mainly studied. By extracting the shared integral part of the paired integration process of the basis function test, the near-
field matrix elements are filled and the calculation efficiency is improved. Numerical results show that the P-FFT method 
based on triangle pairing can reduce the computation time of the near-field part, thereby improving the efficiency of the 
algorithm.
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1   引言(Introduction)
矩量法作为一种精确的数值方法，被广泛应用于分析各

种复杂的电磁问题[1-2]。然而，矩量法的存储量和计算量都

很大，限制了求解电磁问题的规模。为了解决矩量法的局限

性，许多人开始研究基于矩量法的快速算法。快速算法大体

上可以分为两类：一类是与积分核相关的算法，如快速多级

子算法(FMM)[3]、多层快速多极子(MLFMA)[4-5]和多层格林

函数插值方法(MLGFIM)[6]，以及基于快速傅立叶变换的方

法，如自适应积分方法(AIM)、预修正快速傅里叶变换方法

(P-FFT)、积分方程快速傅里叶变换(IE-FFT)等[7-11]。另一

类是矩阵压缩方法，如自适应交叉逼近(ACA)算法[12]、骨架

化[13]等。

本文提出了一种结合近场矩阵快速填充的预修正快速

傅里叶变换(P-FFT)方法来分析电大目标的电磁特性。采用

P-FFT方法可加快矩阵矢量乘法的求解速度。此外，阻抗矩

阵存储稀疏，减少了内存需求。同时，采用基于三角形配对
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的快速填充方法生成近场矩阵，能够提高计算速度。

2   理论基础(Theoretical basis)
2.1   矩量法

为了用矩量法数值求解电场积分方程(EFIE)和磁场积分

方程(MFIE)，首先将导体表面划分为三角形，然后用RWG基

函数展开式表示的电流密度代入：

       (1)

           (2)

其中，公式(2)中的P.V.是柯西主值积分。

使用伽辽金法，RWG基函数 ( )mf r




用作测试基函数，以测

试公式(1)和公式(2)：

             
(3)

              
(4)

式中， k 和η表示自由空间中的波数和波阻抗。 ( )mJ r




和 ( )nJ r




分别是测试函数和基函数，并且 mS 和 nS 是它们的支持集。公

式(3)和公式(4)是一系列线性方程式，其缩写如下：

              1
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            (5)

向量形式的表达式(5)可以更简洁地写成以下矩阵方程：

                      =ZI V                    (6)

其中包括未知电流密度 I 、阻抗矩阵元素 Z 和激励向量V 。

单个电场积分方程和单个磁场积分方程在处理封闭结构

时可能会遇到内共振现象。也就是说，由电场积分方程和磁

场积分方程组成的矩量法矩阵在某些频率点几乎是奇异的或

条件数较大。然而，电场积分方程的共振频率与磁场积分方

程的共振频率不同，因此，组合场积分方程(CFIE)由电场积

分方程和磁场积分方程线性组合而成：

             (1 )CFIE EFIE MFIEγ γ η= + −           (7)

其中，参数 ( [0,1])γ ∈ 一般选择为0.5。CFIE不仅保证了高精

度，而且矩阵条件数小。

2.2   P-FFT方法

在P-FFT中，将基函数投影到相应的网格上，并通过

插值网格的电势来获得基函数的电势。在应用P-FFT之前，

需要构造一个包含整个解域的立方体。立方体均匀地划分为

一系列网格，网格进一步均匀地划分为一系列网格。一般来

说，P-FFT可分为四个步骤：投影、卷积、插值和预校正。

最后，通过P-FFT得到的 mnZ 近似表达式为：

                 
(8)

其中， ( )P FFT far
mnZ − − 的计算公式为：

               ( )P FFT far T
mn m nZ R HW− − =                (9)

投影操作符W 将基函数投影到规则网格，卷积操作符 H

计算规则网格的电势，插值操作符 R 根据规则网格上的电势

计算基函数上的电势。

2.3   近场矩阵快速填充方法

从上面可以看出，在P-FFT的方法中，直接计算近场矩

阵元素。众所周知，对于大规模电磁问题，近场矩阵的计算

占据了大部分的求解时间。当采用RWG函数时，可以发现公

式(1)和公式(2)中的每一个矩阵元素的积分都包含许多由其他

矩阵元素共享的计算。如图1所示，由于RWG函数定义在一

对具有公共边的三角形上，因此两个三角形之间的相互作用

与九个矩阵元素密切相关。

图1 基函数相互作用示意图

Fig.1 Schematic diagram of basis function interaction

在广泛使用的RWG-RWG相互作用方案中，独立计算了

一对三角形上的九个RWG-RWG相互作用，以生成相应的九

个矩阵元素。因此，这会导致重复计算，因为已经计算的三

角形-三角形相互作用不能用于RWG-RWG相互作用。消除

这些冗余计算可以大大提高生成矩阵的效率。公式(1)和公式

(2)的矩阵元素都是RWG-RWG相互作用的形式。公式(1)和

公式(2)的矩阵元素的三角形相互作用可计算为：

                             (10)

为方便起见，因公式(10)右侧四项的计算公式非常相似，

在这里以公式(11)为例进行计算：

 (11)

其中，

                        

(12)

式中，Tm和Lm分别表示三角形m的面积和边长。

3   数值结果(Numerical results)
在本部分中给出了两个数值算例，以验证P-FFT方法的

效率和准确性。在基于快速傅里叶方法的快速算法中选择笛

卡尔网格间距相等，即hx=hy=hz=h，展开的阶数为M。
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3.1   球体

如图2所示为一个半径为 2 hλ 的PEC球。球的雷达散射截

面使用Mie级数和P-FFT计算。球面使用1/10波长离散，共

产生18,468 个RWG基函数。计算所得双站RCS曲线被显示在

图3上。从图3中可以看到，三条曲线是一致的，这说明了基于

三角形填充的P-FFT的正确性。从表1可以看出，本文提出的

方法比直接P-FFT在填充近场矩阵速度上具有很大的优势。

图2 半径为 2 hλ 的PEC球体

Fig.2 PEC sphere with radius 2 hλ

 

图3 PEC球体的双站RCS曲线

Fig.3 Bistatic RCS curve of PEC sphere

表1 不同算法的CPU时间比较

Tab.1 CPU time comparison of different algorithms

例子 方法
笛卡尔网格

间距 h
nearZ 的填充
时间/s

farZ 的近场
部分填充

球

直接P-FFT 0.2 hλ 42.2 1.1

本文方法 0.2 hλ 5.1 1.1

导弹

直接P-FFT 0.2 hλ 176.3 4.1

本文方法 0.2 hλ 18.6 4.1

AIM方法 0.1 hλ 149.2 3.5

3.2   导弹模型

如图4所示，给出了一个PEC导弹模型。导弹被剖分为

98,475 个RWG基函数。从图5中可以看出，基于基函数填充

的P-FFT、AIM和基于三角形填充的P-FFT的计算结果的

曲线是吻合的，说明基于三角形填充的P-FFT在计算复杂结

构的物体电磁散射问题上是正确的。在表1中，本文方法与

AIM、基于基函数填充的P-FFT在近场矩阵填充的速度上进

行了对比，结果表明本文方法的计算效率得到了提高。

图4 PEC导弹模型

Fig.4 PEC missile model

图5 PEC导弹的双站RCS曲线

Fig.5 Bistatic RCS curve of PEC missile

4   结论(Conclusion)
本文采用P-FFT方法结合快速填充方法求解电磁场积分

方程，通过引入一种三角形配对的方式，提取其中的积分共

享部分填充矩阵元素。从本文所给的数值算例可以看出，三

角形配对的采用，减少了近场矩阵元素计算的时间，从而提

高了预修正所需要的计算效率。
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点在z方向上的坐标大小。

表2 新控制点z方向坐标

Tab.2 The z-coordinates of the new control point 

序号 z方向坐标 序号 z方向坐标

1 7.7 7 11.3

2 13.0 8 5.3

3 14.3 9 11.8

4 5.2 10 8.4

5 13.3 11 12.8

6 5.9 12 13.7

然后，通过体参数化建模得到如图7所示的局部微观尺度

模型的表面。通过从u、v两个方向对模型表面进行观察，可

以看到模型表面模拟出机械零件表面凹凸不平的情况。通过

将该方法拓展到整个模型表面，在理论上即可得到存在粗糙

度的零件模型。

(a)控制点修改前

(b)控制点修改后

图7 微观尺度下不同方位局部体参数化模型

Fig.7 Parametric model of local volume in different

         orientations on the microscale 

5   结论(Conclusion)
本文利用体参数化建模的方法，站在多尺度的角度，

从整体和局部两个方面对模型进行表达。模拟机械加工零件

表面粗糙度，给出了数值随机生成算法，然后将其重新赋予

需要改变的控制点。在给定A=10的情况下，求解得到16 组

数据，最终筛选得到12 组符合在给定A的情况下的随机生成

点，通过将这12 组生成点分别重新插入体参数化模型，得到

微观粗糙度模型表达。该方法对于三维建模来说具有一定的

意义，能够从微观尺度上对机械零件进行研究。但是想要将

微观尺度的模型完全转换为宏观模型是需要大量的数据支持

的，因此本方法在今后的计算机辅助设计建模研究中具有一

定的启发意义。

参考文献(References)
[1] AKHRAS H A, ELGUEDJ T, GRAVOUIL A, et al. 

Isogeometric analysis-suitable trivariate NURBS models from 

standard B-Rep models[J]. Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering, 2016, 307(1):256-274.

[2] LIU L, ZHANG Y J, HUGHES T J R, et al. Volumetric t-spline 

construction using boolean operations[J]. Engineering with 

Computers, 2014, 30(4):425-439. 

[3] 陆新征,林旭川,叶列平.多尺度有限元建模方法及其应用[J].

华中科技大学学报(城市科学版),2008(04):76-80.

[4] 曹毅杰.机械加工误差产生原因及工艺措施分析[J].科技创业

家,2012(16):101,103.

[5] 雷友锋.纤维增强金属基复合材料宏-细观统一本构模型及

应用研究[D].南京:南京航空航天大学,2002.

[6] 郝宝坤.基于NURBS的复合材料构件多尺度建模技术研

究[D].哈尔滨:哈尔滨工业大学,2018.

[7] 陈龙,刘玉生,徐岗.体参数化模型离散调和映射生成[J].中国

图象图形学报,2015(04):568-575.

[8] 朱秉铎.基于NURBS的复合材料构件多尺度设计与制造一

体化技术研究[D].哈尔滨:哈尔滨工业大学,2019.

作者简介：
胡学军(1997-)，男，硕士生.研究领域：结构拓扑优化.

李嘉诚(1999-)，男，硕士生.研究领域：CAD图形学.

(上接第38页)

第25卷第5期                                                                                                           29朱锦新等：基于矩阵快速填充的P-FFT分析目标电磁散射问题研究

ww
w.
rj
gc
zz
.c
om

https://ieeexplore.ieee.org/xpl/RecentIssue.jsp?punumber=20
https://doi.org/10.13443/j.cjors.20
https://xueshu.baidu.com/s?wd=author%3A%28J Chen%29 &tn=SE_baiduxueshu_c1gjeupa&ie=utf-8&sc_f_para=sc_hilight%3Dperson
https://xueshu.baidu.com/s?wd=author%3A%28XM Pan%29 &tn=SE_baiduxueshu_c1gjeupa&ie=utf-8&sc_f_para=sc_hilight%3Dperson



