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基于低秩稀疏分解快速算法的动态MRI重建
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摘  要：通过低秩加稀疏矩阵分解模型重建欠采样动态磁共振图像时，常采用变量分裂算法来求解。针对共轭梯

度法在二次项更新中迭代计算较为复杂的问题，为了加快重建速度，提出一种考虑数据采集算子形式的高效变量分裂方

案，将数据采集算子根据欠采样掩码矩阵、傅里叶变换算子和线圈灵敏度矩阵进行拆分，简化算法子问题中二次项更新

所涉及的矩阵逆运算，达到加快算法收敛速度的目的。仿真实验结果表明：与迭代软阈值法和共轭梯度法相比，所提算

法在心电影数据集中收敛速度分别提高了57.9%和83.0%，结构相似性分别提升了3.3%和1.4%；在心脏灌注数据集中收

敛速度分别提高了55.5%和79.6%，结构相似性分别提升了1.5%和0.4%。
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Abstract: Variable splitting algorithm is often used to solve the problem of under-sampled dynamic MRI (Magnetic 
Resonance Imaging) reconstruction by low rank and sparse matrix decomposition model. Aiming at the complex iterative 
calculation of conjugate gradient method in quadratic term updating, in order to speed up the reconstruction, this paper 
proposes an efficient variable splitting scheme considering the form of the data acquisition operator. The data acquisition 
operator is divided according to the under-sampled mask code matrix, the Fourier transform operator and the coil sensitivity 
matrix, which simplifies the matrix inverse operation involved in the update of the quadratic term in the algorithm sub-
problem, and achieves the purpose of accelerating the convergence speed the algorithm. Simulation results show that 
compared with the iterative soft threshold method and the conjugate gradient method, the convergence speed of the proposed 
algorithm in the cardiac cine dataset has increased by 57.9% and 83.0% respectively, and the structural similarity has 
increased by 3.3% and 1.4% respectively. In the cardiac perfusion dataset, the convergence speed has increased by 55.5% 
and 79.6% respectively, and the structural similarity has increased by 1.5% and 0.4% respectively.

Keywords: dynamic magnetic resonance imaging; compressed sensing; low rank sparse decomposition; variable 
                    splitting

1   引  言(Introduction)
对于动态磁共振图像，可以把同一层空间不同时间帧的

图像看作一个列向量，作为时空矩阵的一列，由多个时间帧

构建成一个低秩矩阵，从而把动态磁共振成像(MRI)重建问题

转化为低秩矩阵恢复问题。OTAZO等[1]和GAO等[2]基于L+S模

型，通过IST算法对临床医学图像进行重建，并取得了可观的

重建效果。此前的大量研究表明，基于L+S模型对动态MRI进

行重建整体上可以取得较好的重建精度，但重建速度仍有提

升空间。

本文考虑到在常规的变量分解优化方案中，二次项的更
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新一般需要共轭梯度法来迭代求解，提出基于L+S框架下结

合数据采集算子的快速变量分裂法。该方法采用与欠采样、

傅里叶编码和灵敏度映射相关联的矩阵结构，从而加快重建速

度。实验表明，此方法能有效实现动态MRI，重建速度较快。

2   研究现状(Research status)
压缩感知(CS)已在MRI中得到广泛应用，提高了数据采

集效率[3-4]。由于动态磁共振图像具有高度的时空相关性，

CS-MRI模型[5]同样可以用于动态MRI重建。此外，压缩感知

与灵敏度编码(SENSitivity Encoding, SENSE)[6]等并行MRI

技术相结合，通过多个线圈收集更多的数据，达到改善重建

图像的时空分辨率平衡的效果。JUNG等根据FOCUSS算法

在时间变换域进行稀疏约束，提出包含运动估计和补偿的k-t 

FOCUSS[7]方法，成功应用于心电影MRI重建中。但在非周期

运动情况下，稀疏化残差信号阻碍了预测方案的发展。近年

来，研究人员不再简单地利用向量的稀疏性，同时也在矩阵

的低秩性方面做了大量工作。LINGALA等提出k-t SLR算

法[8]，利用卡-洛变换(Karhunen-Louve Transform, KLT)

的低秩先验和全局稀疏性进行动态MRI重建。但该算法并没

有考虑磁共振图像的结构稀疏性，限制了算法的发展。同时，

有研究提出基于patch的字典学习方法用于动态MRI重建[9-10]。

然而由于动态MRI序列一般都比较大，字典学习对大数据集

的效率很低，重建时间过长，也有通过局部低秩再加稀疏约

束(LLRS)来进行动态MRI重建[11]，但对局部块的大小要求较

高，重建精度有待进一步提高。压缩感知和低秩矩阵结合的

思想为动态MRI重建提供了新方向。文献[12]提出将原始数据

矩阵拆分成一个低秩矩阵和稀疏矩阵的模型用于解决鲁棒主

成分分析(RPCA)问题。

但是，目前基于L+S框架的重建方法在求解过程中的二

次项求解涉及多次迭代计算，虽然整体上能取得较好的重建

质量，但在重建速度上仍有较大提升空间。针对此问题，本

文提出一种结合数据采集算子进行变量分裂的方法优化分裂

模型，该方法能有效重建动态磁共振图像。

3   L + S矩阵分解模型及其解法 ( L + S  m a t r i x 
factorization model and its solution)

3.1   L+S分解模型

低秩加稀疏分解模型的目的是将原始输入数据矩阵 D 分

解成一个低秩矩阵 L和一个稀疏矩阵 S 相叠加的形式。可以用

经典的鲁棒主成分分析法求解此类问题。

                    (1)

式(1)中的优化问题是NP(非确定多项式)难问题，需要利

用凸松弛将非凸函数变换为凸函数，矩阵的秩用核范数代替，

0l 范数用 1l 范数代替[13]。由式(1)可以转化为如下凸优化问题：

                   (2)

式(2)中， *
L 代表核范数， 1

S 代表矩阵 S 的 1l 范数。

在动态MRI重建中，可把图像序列分解成静态的背景和

动态的前景两个部分，利用相应的低秩及稀疏行先验知识，

通过鲁棒主成分分析法分别进行重建，再叠加得到重建图

像。将L+S分解模型应用于动态MRI重建的前提条件是能稳定

地区分图像序列的背景和动态部分，需要满足“不相关”准

则,即代表背景的低秩部分是不稀疏的或者说稀疏部分是非低

秩的。在实际的医学图像运用中，可能无法严格地满足不相

关性，但由于 L的秩通常远小于矩阵 S 的秩，且 L的奇异值远

大于 S ，因此大部分的背景信息仍保留在低秩矩阵中。

L+S模型对于动态MRI，目标是恢复一个未知的图像。

文献[1]采用以下正则化凸优化方案：

             (3)

式(3)中， E 是考虑了线圈灵敏度和欠采样的傅里叶变换

的数据采集算子，相当于对图像的空间编码；T 是基于图像稀

疏域先验假设的稀疏变换算子，这种稀疏变换已广泛应用于

动态MRI重建的稀疏化[14-15]； d 是欠采样的 K 空间数据； Lλ

和 Sλ 是数据平衡参数，用以平衡 2l 范数、核范数和 1l 范数。

3.2   变量分裂方案

经验表明，基于增广拉格朗日(Augmented Lagrangian, 

AL)框架的变量分裂法与近端梯度法(PGM)相比，可以在更少

的迭代中达到更高的精度。文献[12]中通过变量分裂方案来求

解L+S分解问题，用辅助变量U、W作为约束条件，将式(3)重

新表述为：

      (4)

其中， 。再用乘子法对式(4)进行无约束转化，

得到相应的增广拉格朗日函数为： 

                

 (5)

其中，V1、V2是拉格朗日乘子数组， 1δ 、 2δ 是相应的AL惩

罚参数。利用交替方向法(Alternating Direction Method of 

Multipliers, ADMM)可将式(5)转化为四个变量子问题的求

解。 L 和 S 的求解涉及 2l 范数，计算过程中涉及 *E E 项，由于

在并行MRI中数据采集算子 E 通常包含线圈敏感性的额外信

息，因此 *E E 的求解需要用到共轭梯度法。考虑到此迭代方

法计算复杂，本文提出基于L+S模型的计算效率更高的变量分

裂方案，提高并行MRI的计算速率。

4  基于变量分裂的加速方案(Acceleration scheme 
based on variable split)
针对L+S模型下动态并行MRI重建问题，本文提出基于

数据采集算子的分裂方案。数据采集算子 E FC= Ω ，其中Ω
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为所有帧的欠采样模式， F 为傅里叶编码矩阵，C 为接收线

圈的灵敏度。

式 ( 3 ) 中 ， L 和 S 的 更 新 是 二 次 的 ， 需 要 计 算

( ) 1* , 1, 2iE E I i
−

+ ∂ = 。由于 *E E 在并行MRI中是不循环的，

因此涉及的矩阵逆的求解使用的是共轭梯度法，计算复杂，

重建速度较慢。本文方法在常规的变量分裂方案框架下，将

数据采集算子根据欠采样掩码矩阵、傅里叶变换算子和线圈

灵敏度矩阵进行拆分，虽然同样也会涉及对四个子问题的

求解，但在变量分裂框架中利用数据采集算子的等价公式

E FC= Ω ，将采样矩阵、傅里叶编码矩阵以及灵敏度矩阵

带入分裂方案中，可以把更新中涉及的 ( ) 1*
iE E I

−
+ ∂ 替换成

( ) 1*
i I

−
Ω Ω + ∂ ，其中欠采样掩码矩阵用克罗内克积

CNIΩ = ⊗ Ω


表示。因为这里的 *Ω Ω
 

是对角矩阵，所以 ( ) 1*
1Iδ

−
Ω Ω + 的计算

更为简单，可以大大加快二次项的求解速度。同时，因为模

型考虑了时间傅里叶变换T 的稀疏性，使得算法可以规范线圈

灵敏度矩阵C ,让 *C C I= 归一化，在不影响低秩分量的秩的

情况进一步加快算法的重建速度。C 被规范化为： *C C I= 。

在此条件下，式(4)可以被约束表示为:

             (6)

其中， Z FCX= ， X L S= + 。结合拉格朗日乘子，利用乘子

法对式(6)进行无约束转化，得到修正的AL函数：

         

(7)

L的更新涉及核范数，其近端映射通过奇异值阈值求解：

  (8)

S 的更新涉及 1l 范数，通过软阈值得出。在这里使用的T
是一个酉算子，设置变量 S TS= ，则 S 的更新表示为：

             

(9)

Z 的更新表示为：

           

 (10)

X 的更新表示为:

     

(11)

Z X、 的更新都涉及二次项，其中 F 是傅里叶编码矩阵，

且 *C C I= 。

5  仿真实验与分析(Simulation experiment and 
analysis)

5.1   评价指标

为了验证本文提出的方法，分别用迭代收缩阈值算法

(Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm，ISTA)、涉

及共轭梯度法的AL-CG和本文提出算法对心电影成像和心

脏灌注数据集进行重建。对于各算法的重建结果，除主观判

断外，本文通过计算每一次迭代收敛图像的标准化均方根差

(NRMSD)来验证其收敛速度，定义为： 

                2 2
/kX X X∞ ∞−                (12)

其中， k k kX L S= + 。

用图像的结构相似性(SSIM)来度量每个时间帧的重建图

像与全采样图像间的差值，定义为：

       
(13)

SSIM值的范围是[0，1]，当值为1时，代表两张图完全

一致。

用图像的峰值信噪比(PSNR)衡量重建图像的精度，定

义为：

   

2

10
2

25510log 1 [ ( , ) ( , )]
x y

PSNR
u x y u x y

mn

 
 

=  
 ∑ ∑ −
        

(14)

其中， ( , )u x y 为原始图像， ( , )u x y 为重建图像， mn 为图像

大小。

5.2   数据集及参数设置

实验在i5-10210U CPU、Windows 10操作系统的笔记

本下采用MATLAB R2020a进行仿真。实验中采用笛卡尔采

样模式，为了保证能快速收敛，对于两个数据集ISTA的步长

都设置为0.99。

心电影数据集大小为256×256、24帧、12线圈，采样加

速因子为8。实验过程中设置 1δ =0.01， 2δ =0.025；将采用共轭

梯度方案的分裂方案记为AL-CG，设置 1δ =0.1， 2δ =0.05；将

本文所提方案记为AL-E，设置 1δ =0.1， 2δ =0.01。

心脏灌注数据集大小为128×128、40帧、12线圈，采样加

速因子为10。参数设置为 L Sλ λ= =0.01；对于AL-CG算法，设

置 1 2δ δ= =0.2；对于AL-E算法，设置 1δ =0.1， 2δ =0.02。

5.3   实验结果

图1(a)为心电影数据集三种算法分别运行3,500 s的收敛性

分析，图1(b)为心脏灌注数据集三种算法分别运行2,000 s的收

敛性分析。图1中用每100 次迭代标记点来体现算法的相对速

度。从图1中可以看出，AL-CG是三种算法中收敛最慢的，

由于步长选择的原因，ISTA在开始阶段比其他两种方法收敛

更快，但AL-E在总体上是最快的。
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          (a)心电影                       (b)心脏灌注

图1 三种算法对两个数据集的NRMSD

Fig.1 NRMSD of three algorithms on two datasets 

图2为心电影成像分别抽取第2、8、14、20 帧的重建结

果；图3是心脏灌注成像分别抽取第5、15、25、35 帧的重建

结果。

   (a)AL-E              (b)AL-CG               (c)ISTA

图2 心电影数据集的MRI重建结果

Fig.2 MRI reconstruction results of the cardiac cine dataset

从图3可以看出，本文方法重建的图像在低秩部分比

AL-CG和ISTA更加清晰。如图3(a)箭头区域所示，本文方法

器官边界信息的重建更加明显，细节部分的重建精度更高。

    (a)AL-E              (b)AL-CG              (c)ISTA

图3 心脏灌注数据集的MRI重建结果

Fig.3 MRI reconstruction results of the cardiac 

          perfusion dataset

图4和图5为三种方法在两个数据集下重建结果的展示。

结合两组数据集的结果，从总体上看三种算法的SSIM在两个

数据集中差异不大，都在一定区间内波动。可以看到AL-E算

法的SSIM值总体上比ISTA和AL-CG高，仅在个别帧下效果

有浮动，其重建还原度比另两种算法更高。虽然PSNR相较常

规的共轭梯度法略低，但在结构相似性上表现效果更好。

          (a)SSIM                         (b)PSNR

图4 心电影数据集评价参数对比

Fig.4 Comparison of evaluation parameters of the cardiac 

      cine dataset

           (a)SSIM                          (b)PSNR

图5 心脏灌注数据集评价参数对比

Fig.5 Comparison of evaluation parameters of cardiac 

        perfusion dataset

表1是三种方法在两个数据集下分别迭代50 次所耗时间及

所有时间帧的峰值信噪比和结构相似性的平均值。由于步长

选择的原因，ISTA方法在较少的迭代次数下会有较快的收敛

速度，总体上本文所提方法相较共轭梯度法在重建速度上有

较大提升。

表1 迭代50 次的评价指标对比

Tab.1 Comparison of evaluation indicators for 50 iterations

评价

指标

ISTA AL-CG AL-E

心电影

数据集

心脏灌注

数据集

心电影

数据集

心脏灌注

数据集

心电影

数据集

心脏灌注

数据集

SSIM 0.7824 0.7906 0.7968 0.7997 0.8083 0.8028

PSNR/dB 24.2744 23.5263 28.6180 27.2474 27.3585 26.1508

时间/s 68.86 39.40 639.19 433.01 108.71 88.16

6   结论(Conclusion)
本文在低秩稀疏矩阵分解模型的基础上，提出考虑数据

采集算子形式的变量分裂方案，将算法二次项更新时所涉及

的矩阵逆运算简化，提高算法的收敛速度。通过与AL-CG

算法以及ISTA算法的仿真结果对比，本文提出的算法重建速

度更快，且边缘信息的重建效果更好。但是本文方法需要额

外优化两个拉格朗日参数，在收敛速度上仍有较大的提升空

间，有待进一步研究。
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