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摘  要：针对传统“S”形轨迹规划工业机器人稳定性差的缺点，提出了一种基于双变量反正切函数的改进“S”

形轨迹规划算法。引入双变量反正切函数结合运动学逆解的方法求出关节转角的解。依据机器人运动准则得到关节转角

的最优解。结合关节转角最优解和改进“S”形轨迹约束机器人运动过程中最大速度、加速度、加加速度的限制值，实

现从位移到加加速度均为时间的连续有界轨迹。实验结果表明，改进“S”形轨迹规划算法相较于传统轨迹算法，有效

提升了机器人的稳定性。
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Abstract: Aiming at the poor stability of traditional S-shaped trajectory planning industrial robots, this paper proposes 
an improved S-shaped trajectory planning algorithm based on bivariate arctangent function. Bivariate arctangent function, 
combined with inverse kinematics solution, is introduced to solve the joint angle. The optimal joint angle is obtained 
according to the motion criterion of the robot. The optimal solution of joint rotation angle and improving the limit values 
of maximum velocity, acceleration and jerk in the process of robot motion constrained by S-shaped trajectory, a continuous 
bounded trajectory with time from displacement to jerk is realized. The experimental results show that the improved S-shaped 
trajectory planning algorithm effectively improves the stability of the robot compared with the traditional trajectory planning 
algorithm.
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1   引言(Introduction)
随着机器人技术的迅速发展，智能机器辅助等成为现代

机器人技术的研究热点[1-2]。机器人的使用场合不同，对末端

执行器位移、速度等的要求也不尽相同，因此需要对机器人

的运行轨迹进行规划以满足其稳定性要求。平面关节机器人

广泛应用于汽车等重要行业。关节空间轨迹是针对各关节实
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时位移角度及连续的运动轨迹，机器人以各关节同时启停为

目标，保证关节同时到达指定位置；而多轴运动插补的总时

长取决于运动距离最远轴，并以关节运动时间为基础，其余多

轴通过改变规划的最大运动速度与加速度实现时间同步[3-4]。关

节空间规划路径中无突变点存在，避免规划中出现瞬时速度

过大导致关节运动失控[5-6]。

现有轨迹规划常用的方式包括五次多项式和“S”形轨迹

规划[7]等。王川等[8]对五次多项式函数插值方法中轨迹中间点

角速度的设置方法提出改进。钱文学等[9]提出一种多节点、多

样条曲线运动的轨迹规划方法。由于关节转角范围未确定最

优解，同时加加速度轨迹均为不连续曲线，因此在加减速的

启动停止瞬间存在突变现象将会导致系统振荡，对机械会产

生柔性冲击[10-13]。本文采用双变量反正切函数规划机器人的最

优关节转角范围，利用三角函数结合传统“S”形轨迹规划算

法，约束运动过程中的最大速度、加速度、加加速度，改善

机器人运动过程中由于加加速度非连续轨迹导致的关节驱动

力矩的突变，从而保证机器人运动过程的稳定性。

2   运动学模型(Kinematic model)
如图1所示，平面关节机器人具有3 个自由度，其中2 个

旋转关节，1 个移动关节。为了描述相邻两个坐标之间的位置

和姿态，采用D-H模型方法建立坐标系，如图2所示。表1给

出了机器人各关节D-H参数。

图1 平面关节机器人结构图

Fig.1 Structural diagram of planar joint robot
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图2 平面关节机器人D-H模型

Fig.2 D-H model of planar joint robot

表1 机器人各关节D-H参数值

Tab.1 D-H parameter values of robot joints

关节 i 连杆长度 -1 / mmia 关节转角 iθ 关节偏置量 / mmid

1 0 1 0d =

2 1 200 / 300 / 400a = 0

3 2 256a = 0

以每个关节分别作为坐标原点建立局部坐标系，旋转矩

阵 1
i
iA − 表示关节 i 相对于关节 1i − 的位姿矩阵变换，其表达式

如下：

   

(1)

其中， 1iα − 表示连杆扭角，由于连杆无自转，所以三关节连杆

扭角均为0。  表示连杆长度， iθ 表示关节转角， id 表示关

节偏置量。

根据上述分析，机器人各关节的位姿矩阵可分别表示为

0
1A 、 1

2A 、 2
3A ，设机器人末端相对于初始坐标系坐标原点的

旋转矩阵为 0
3T ，如式(2)：

              

0
3

0 0 0 1

x x x x

y y y y

z z z z

n q p b
n q p b

T
n q p b

 
 
 =
 
 
               

 (2)

每个关节相对于初始关节坐标系的旋转变换矩阵可

以通过若干个关节的旋转变换矩阵乘积表示，即机器人末

端关节相对于初始关节坐标系的旋转变换矩阵可以表示为

0 0 1 2
3 1 2 3=T A A A ，等式两边同乘 0 1

1( )A − ，可得 0 1 0 1 2
1 3 2 3( )A T A A− = ，从

而得到：

            

1 1 1 2 2

1 1 2 2

cos sin cos
cos sin sin

x y

x y

b b a a
b b a

θ θ θ

θ θ θ

+ = +
− + =        

(3)

为了有效避免运动学逆解的复杂性及减小逆解的误差，

引入双变量反正切函数 arctan 2( , )y x ，反正切函数相比反正

弦和反余弦函数主要有以下优点：①确定唯一解，由于双变

量规定了 x 和 y 符号，因此能够确定角度所在象限，所以使

其在 内具有唯一解，避免出现多解情况。②降低逆解

的误差，保证逆解的精度，函数 ( )=y f x 的计算误差可以表

示为 ( )y xf x′∆ = ∆ 。由于 1( ) arcsinf x x= 和 ( )2 arccosf x x= 的

导数值域范围内都存在趋向于无穷的值，致使 y∆ 变大，而

( )3 arctanf x x= 的导数值域保持在[0,1)的范围内，因此可以保

证机器人的精度。

依据式(3)可得：

                     2 2cos Cθ =                  (4)
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                   2
2 2sin 1 Cθ = ± −               (5)

其中，
2 2 2 2
1 2

2
1 22

x ya a b b
C

a a
− − + +

= 。

记 2 2= sinS θ ，由式(3)、式(4)和式(5)可得平面关节机器人

关节1、2的转角 iθ 与关节3的偏移量 3d ：

       

(6)

当确定机器人末端位姿矩阵时，对于 2θ 与 1θ ，关节1与关

节2都有两个解，分别对应每个关节电机的正反旋转，因此机

器人进行路径规划时，需要对多组解进行最优化选解，使机

器人的运动处于最佳状态。如图3所示，由机器人运动准则可

得最优选解过程。

使用Matlab Robotic工具箱对机器人末端进行仿真，将

机器人末端从初始坐标点 运动到目标点

。如表2所示，第二组解中，关节1转

角 ，超出关节1的转角允许范围。第二组解中，

关节1的转角大于第一组解关节1的转角，依据机器人最优选

解准则，选择第一组解作为完成该运动的最优逆解。依据最

优逆解，机器人末端运动轨迹及各关节运动曲线图，如图4所

示，关节1的位移量与速度比关节2小，并且各关节的运动均

匀平稳，速度及位移没有出现突变现象，符合机器人运动的

柔顺性要求。

图3 机器人最优选解流程图

Fig.3 Flow chart of robot optimal selection

表2 平面关节机器人末端运动逆解

Tab.2 Inverse solution of end motion of planar joint robot

序号 关节1转角 1 / radθ 关节2转角 2 / radθ 关节3偏置量 3 / mmd

1 -1.5708 -1.5708 150

2 -2.7271 1.5708 150

图4 机器人各关节运动曲线图

Fig.4 Motion curve of each robot joint

3  关节空间轨迹规划(Joint space trajectory 
planning)

3.1   改进“S”形轨迹规划

如图5所示，将“S”形轨迹分为加加速段 1[0, ]t 、匀加速

段 1 2[ , ]t t 、减加速度 2 3[ , ]t t 、匀速段 3 4[ , ]t t 、加减速段 4 5[ , ]t t 、匀

减速段 5 6[ , ]t t 、减减速段 6 7[ , ]t t 七段。轨迹规划的输入参数包

括机器人系统机械性能约束量最大速度 mV 、最大加速度 mA 、

最大加加速度 mJ 及目标轨迹约束的各关节运动位移 iQ 。假设

三个关节中最大位移为 mQ ，并以该位移规划整体轨迹运行时

间，将各关节速度、加速度、加加速度的始、末数值均为0设

置为初始条件。

(1)加加速段 。该段轨迹初始位移 0( )S t 、速度

0( )V t 、加速度 0( )A t 、加加速度 0( )J t 均为0，结束时加加速度

1( )J t 为0，加速度 1( )A t 达到最大值 mA ，根据以上条件可得到

该段时间内的轨迹，即

                

(7)

其中， 。

图5 改进“S”形规划轨迹

Fig.5 Improved S-shaped trajectory planning
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(2)匀加速段 。该段轨迹加加速度始终为0，加速

度为 mA ，时长 2T = 1 3aT T T− − ，根据以上条件可得到该段时间

内的轨迹，即

        

1 1

2
1 1 1 1

( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) (

0

)
2

m

m

m

J t
A t A
V t A t t V t

AS t t t V t t t S t

=
 =
 = − +

 = − + − +
        

(8)

(3)减加速段 2 3[ , ]t t t∈ 。该段轨迹初始加加速度 2( )J t 为

0，加速度为 mA ，结束时加加速度 3( )J t 为0，加速度 3( )A t 减为

0，速度达到 mV ，根据以上条件可以得到该段时间内的轨迹，即

(9)

其中，
3 1T T= ，

1
m

a
m

VT T
A

= + ，
2 1

m

m

VT T
A

= − 。

(4)匀速段 。该段轨迹速度为 mV ，加速度与加

加速度均为0，加速段与减速段运动位移长度相等，时长

3
4

2 ( )m

m

Q S tT
V

−
= ，根据以上条件可以得到该段时间内的轨迹，即

               
( )3 3

( ) 0
( ) 0
( )
( ) ( )

m

m

J t
A t
V t V
S t V t t S t

=
 =
 =
 = − +            

(10)

(5)加减速段 。该段轨迹初始速度为 mV ，加速度

与加加速度均为0，结束时加加速度 5( )J t 为0，加速度 5( )A t 达

到− mA ，根据以上条件可以得到该段时间内的轨迹，即

(11)

其中， 。

(6)匀减速段 。该段轨迹加加速度始终为0，加速

度为 − mA ，时长 6 5 7cT T T T= − − ，根据以上条件可得该段时间

内轨迹，即

      

( )

( )
5 5

2
5 5 5 5

( ) 0
( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

m

m

m

J t
A t A
V t A t t V t

AS t t t V t t t S t

=
 = −
 = − − +

 = − − + − +
       

(12)

(7)减减速段 。该段轨迹初始加加速度 6( )J t 为

0，加速度为 − mA ，结束时加加速度 7( )J t 、加速度 7( )A t 减为

0，速度降为0，并且此时到达轨迹目标位置，依据以上条件

可得：

(13)

其中，
7 5T T= ， 5

m
c

m

VT T
A

= + ， 6 5
m

m

VT T
A

= − ， 3
4

2 ( )m

m

Q S tT
V

−
= 。

3.2   关节轨迹规划流程

根据目标轨迹约束条件，匀加速、匀速、匀减速部分时

间长度，即 2T 、 4T 、 6T 为0，轨迹规划步骤如图6所示。

图6 关节轨迹规划流程图

Fig.6 Flow chart of joint trajectory planning
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步骤1：获取机器人运行轨迹参数，包括各关节当前位置

1P、目标位置 2P 、最大速度 mV 、最大加速度 mA 、最大加加速度

mJ ，判断位移距离最远关节的运动范围 。

步骤2：根据设定的最大速度与加加速度计算是否能达

到目标最大加速度，如果 ，则调整最大加速度约束

量，即

                                  
(14)

步骤3：判断轨迹中是否存在匀速段，即计算 4 0T > 是否

成立，若成立则规划轨迹为完整轨迹，跳转到步骤7。

步骤4：若 4 0T > 不成立，即轨迹无匀速段，最大速度不可

达，调整最大速度约束量，其条件为 4 0T = 且 7( ) mS t Q= ，即

             
(15)

步骤5：判断是否存在匀加匀减速段，即计算 2 0T > ，

6 0T > 是否成立，若成立，则跳转到步骤7。

步骤6：若 2 0T > ， 6 0T > 不成立，即轨迹无匀加减速

段，最大加速度不可达，调整最大速度与最大加速度的约

束量，根据条件 2 0T = 、 4 0T = 、 6 0T = 且 7( ) mS t Q= ，可得

和 。

步骤7：根据上述所得最终最大速度与加速度，可以得到最

大移动关节的完整轨迹、各段轨迹时间长度 ( )T i 及总时长 。

4   实验分析(Experimental analysis)
为验证所提出连续有界的多关节改进“S”形时间同步轨

迹规划算法，设置平面关节机器人运动路径起始点 1P 及终止

点 2P ，采集并分析机械臂第一关节期望轨迹与实际反馈的关

节运动轨迹。图7(a)的A、B两点表示机器人换向运动阶段，

此时机器人关节经历减速、静止、加速三个阶段，由于惯性

力和减速器背隙的存在，因此会出现较大的误差波动。如图

7(b)、图7(c)所示，传统“S”形轨迹算法出现了较大的误差

波动，而改进“S”形轨迹算法的误差变化较为稳定。由此可

知，本文所提出的加加速度连续有界的多关节改进“S”形

时间同步轨迹规划方法能够正确规划出不同约束条件下的目

标轨迹，该方法适用于平面关节机器人连续有界平滑轨迹规

划，利用改进“S”形轨迹实现速度、加速度和加加速度有界

的连续轨迹规划，避免阶跃与冲击，并且保证规划的最大速

度、加速度、加加速度均不超过系统设定的最大限制量。

(a)关节轨迹跟踪曲线

(b)A点轨迹跟踪曲线

(c)B点轨迹跟踪曲线

图7 平面关节机器人第一关节轨迹跟踪曲线

Fig.7 Trajectory tracking curve of the first joint of 

         planar joint robot

5   结论(Conclusion)
本文通过引入双变量反正切函数结合运动学逆解的方法

规划机器人最优关节转角范围，利用三角函数改进“S”形

轨迹规划算法，约束运动过程中的最大速度、加速度、加加

速度的限制值，改善了机器人运动过程中由于加加速度非连

续轨迹导致关节驱动力矩的突变。相较于传统算法，改进的

“S”形轨迹规划算法有效提升了机器人的稳定性，改善了机

器人的运动轨迹突变情况。
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